
Cours 10 .2

55.
3 Diagonalisation

Rappel : T : V -> V linéaire (dimV =n)
w

est dite diagonalisable s'il existe B
base Lord) de V tello qu [T]

BBsoit une matrice diagonale
110 ---

& (Lad [T]BB=
& sort " faziles"

avec XitR Iquelconques) Etndler

(et ces 7i sont les valeers propre de T &
5 AE Muxn[R) ,

on dit ge A est

diagonalisable i if : R" -> IR" l'est .

Ress 5 .3 . 1 : T est diagonalisable 0

#D A [T]
ce
est diagonalisable base [

.

- A est semblable a me matrice diagonale



# d il existewe matrice inversible P non

et D diagonale nxh telles que

A = PDD
-1

Lequivent : PAP = D >
liqulvant à A = SDS aree S = P")

En effet par on a que
pour B
base &
dat

[eePe[T]Bi Pie
A = [Teet p . D . p

+

ou P-Pe et p = Pie



Utilité 5 .3 . 2 :

Si A est diagonalisable , on peut calculer

At plus facilement (ac kEN)

en effet si 7 P inversible t -9 A= PDp-
D diagonale
~n

alors A= (PDP-1) (PDPY)

A? = PD2p
-

... Ak = PD+p
- 1

/m =p(



Thre de diagonalisation 5 .
3 .3

TiVzV + 1 B = (bij--in] bo
.

de V

et A = [TIBB ·

Alors

(A)
1) Test diagonalisable et T possède
(A) n Lecteurs propres

einzairement

indipendants
e

E V posside we base forme
de Lecteurs propres pour T

(A)

Une telle base & est appolie base propre pourt
pour A

2) Si A lout) posside n valeur propres
-

distinctes alors A est diagonalisable.

3) soit Spc(A) = &Mc--- Xp] arc per
l'ens

.

des valpropres réelles de A

et supp . Ai 1j pour itj

Notons m; la multiplicité lalg.) de1:



( d 1 ; est zero d'ordremi

pour le pol- cract . Calt) (
Alors A est diagonalisable

mi = dine/Exi) Vi=1,.. P

ad multiplicité algébrige deDi& = multiplichte geometrige de Xi &
/rappel : 11 dine /Exi) = mi m)

Alors A est diagonalisable L

dim (Ex)+.. - + dim (Exp) = r = dimV

(NB : m
,
+... +mp =n)

Fin Thy 5.3. 3. .

Exemples 5 :3 .

4 :

1) Toute matrice diagonale est diagonallsebe
[banal)

2) A= (88) mest pas diagonalisable



car SpcCA) =Soy (exo)

·(t) = t2 Mo = 2

Ker(A)= Eo = Vectg(b)] dimo) =1 .

3) Ro = (sinS
n'a de valeurs propres (réelles)

que si sm(t) = 0 (exo)

Ro : RIR
2

Rol)
~ RoN]

E PoCN) = 10 =0 (l=1

=> O bit bel

Sinon Re n'est pas diagonalisable (surIR)

/mais elle est sur K).
4) S = (3) synctile aside sa

eto : diagonallsable



3) F= (*) matrice de Fibonacci

est diagonalisable sur IR
-

et on pourra donc

calculer "facilement
Les puissances de F : Fr

Trecette
Marche à suivre 5 .3 .4

pour décider si T :V-V est diagonalisable( et effectuer la diagonalisation j
Soit T : V -> V linéair (dim()=n)

0) Choisir une base C de V et

ecrtre A = [T]
ee
- Man(R)

(Si on a dijà A sauter letape of &
1) Trouver SpaCA) /les event. val. propre a)
via le polyrome caractéristique

ou en donnant un Lecteur propre pour chagu)C valeur propre



en faisant attention à factoriser

2A(t) le plan possible ·

↓) trouver les zeros de 2016)

Spc(A)= (41j - ,Xp] MiR

Aj toes

vi) troncer la multipliaté re ; différents

de chage Xi
7

: Si , Spc(A)=q (pas de valeur propre)relle( on s'arête et A n'est pas diagonalisable
sur IR .

2)Pour chage it (1, ...,p3
calculer dim (Exi) à l'aide

der der rang :

↓
dine (Exi) = n-rg(A-XiFn)

Rappel -

(Ex =Ker(A-1iin)) R le nombre
de pivots
de A-XiFh



3) Test de diagonalisatilité :

P

A diagonalis # [dim(Exi) = n
i = 1

Si le test est passe on continue :

4) XX ; on resord be systeme

(A-Pin)x = 0

Bi
et cela donnera we basedu royau

Cord]
E Ker(A-Xin) .Aj

5) Former la matrice P avec les

Lecteurs propres a-dessus (en colonne)
dans Ilordre B

, B2 , .. ,Bp
B = B

, uBzu = - uBp est webase N

deVR

fornée de
6) Former la matrice acteurs propres

de A
.

diagonale D
en mettant les valeurs propes Ani- ;Ap
lavez répétition m ; si nécessaire)



en faisant attention à

i) mettra les Xi dans le même orde

ge les acteurs propres disis pour P

ii) comptesaec multiplicite mi

2) Alors on a

ap = d= O IO ...

et donz
- -

P
A = PDp

+
m1 Mz mp

① si on le demande , il faut aussi calculer PT)
Fin Recette 5 .

2
.
4

Exemple 5 .3 .

5

soit T : P2 -> donnée par

↑ lat
= bt + c) = (a+ 3((+b>)t2- (39 +5b+32)t

+3(a+b) + C

↑ est liriale v



6) C = (1 , t , t2) base ord. de P2

A = 2T]ee
T (1) = 37-3t +1 = ()e
T() = 37-5t +3 =(
T(E) = F-st +3 =

fy)e
1) A = [+Je = ([()]ei(+(t)])[(E)])

->(1)
2(t) = det (A-tIb)

= det(1)
- (t +23 (t- 1)

M = 1my= 1
Spc(A) = 3-2, 13M

~ simple *= -2m=2

double



2) dim (E, ) =? dim(E) =?
033

E
= Ker(A-[b) = Ker (3-6&
rg(c) = 2 -

TdR = dim/Ker(AEy)) = 3-2= 1(
dim (E) = 1

(
ErKer(A+213)= Ker( &

333

-
rg(D)=7
TdR =0 dimE-z= 3-1 = 2

aim(E-2) = z

et donc

3 = dim (2) = dim (E-2) + dim (Er)
- -

2 1

= A est diagonalisable .

suite la
serraine pro


